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چند اثبات براي نامتناهي بودن مجموعـه اعـداد         

  اول
  

 :اثبات اقلیدس      
 را در نظر    nمقسوم علیه اولي چون         

 از عـدد  N= p1p2…pr+1این عدد . بگيرید 
ــاي اول ، عــدد   ــه ازاي {p1,…,pr}ه  ب

و بنـا بـراین     مجموعه متنـاهي دلخـواه      
 و هم مقسوم علیه  P1p2…prمقسوم علیه 

 ها نیست  p هم مقسوم علیه  Nحاصلضرب 
 p یكـي از   piچون اگر چـنين باشـد ،  . 

 است كه غـير     n-p1p2..pr=1تفاضل pدارد ولي   
پـس هـیچ مجموعـه متنـاهي        . ممكن اسـت    

{p1,..,pr}  مجموعه همه عـدد هـاي       ند نمي توا 
 .اول باشد

 :اثبات دوم 
 بزرگترین  p متناهي و    p:فرض كنید       

2عـدد   . عدد اول باشد  
p-1     موسـوم بـه

و نشـان   . عدد مرسن را در نظر بگيریـد      
   2p-1ز اpمي دهـیم كـه هـر عامـل اول     

 اسـت و از اینجـا نتیجـه         pبزرگتر از   
 qفـرض كنیـد     . مطلوب به دست مي آید      

را مي شمارد ، پس     2p-1عدد اولي باشد كه     
اول  p چـون    q (1 ≡ 2pپیمانـه  (داريم 

 2است ، این بدان معني است كـه عنصـر           
 از  zq\{0} در گروه ضربي     pداراي مرتبه   

 عضـو  q-1ایـن گـروه ،   .  است  zqهیات  
 .دارد 

بنا بر قضیه لاگرانژ  مـي دانـیم كـه           
ي گـروه را مـي        مرتبه هر عنصر اندازه   

و از ایـن    . q p−1یعـني داريم  .  شمارد  
 . p<qرو  

 : اثبات سوم 
   fn= 22n +1در اینجا عـددهاي فرمـاي      

 در نظر مي گـيريم  ..n= 0,1,2,3را به ازاي 
نشان خـواهیم داد كـه هـر دو عـدد           . 

پـس بایـد    . فرما نسبت به  هم اولند       
بـراي   . بي ایت عدد اول وجود دارند       

 رسیدن به نتیجه ، رابطه بازگشتي 
    (n>=1) =fn -2∏

−

=
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k
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را ثابت مي كنیم و ادعاي ما بـلا             
در . فاصــله از آن  نتیجــه مــي شــود 

ــر   ــع اگ ــثلا mواق را )  fn) k<nو fk م
 را مي شمارد 2 عدد  mآنگاه . بشمارد 

  m=2 ولي m=2 و  m=1و بنـابر ایـن   . 
غير ممكن است زیرا همه ي عدد هاي فرمـا          

ي اثبات رابطـه بازگشـتي      برا. . فردند
 . استفاده مي كنیمnاز استقرا بر 

 بـا  f0=3 , f1-2=3 داريم n=1بـه ازاي      
 :استقرا مي توانیم نتیجه بگيريم 
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